3. Funciones trigopnomeétricas

Las funciones trigonométricas se pueden estudiar de dos formas: a partir de las rela-
ciones entre los dngulos y los lados de un triangulo rectingulo o a partir de la circunfe-

rencia unitaria como funciones de nidmeros reales.

A continuacién se presenta la circunferencia unitaria y como se establecen las funciones
trigonométricas a partir de esta,

3.1 Circunferencia unitaria Apewion

La circunferencia unitaria es aquella cuyo centro esta en el origen y cuyo radio
esiguala 1.

En la figura 2, se muestra una circunferencia uni-
taria. Bl punto P pertenece a la crcunferencia y las
coordenadas x, y corresponden a las medidas de los
catetos del erdngulo rectingulo ORP Si se aplica el Plx; )
teorema de Pitigoras en el tridngulo ORPse tiene que ¥

o2 + 32 = 1. Por tanto, la ecuacion de la drcunfe- =1
rencia unitaria es 22 + * = 1 y todos los puntos

P que cumplen esta igualdad pertenecen a la cir-
cunferencia =1

[s)
®
b 1
*

Figura 2.

EJEMPLOS 2

1. Comprobar que el punto (%,1;—) pertenece a la 2. Hallar la coordenada y del punto (“%: J'): que

circunferencia unitaria. Luego, determinar en qué pertenece a la circunferendia unitaria y estd ubicado
cuadrante se ubica. enel scg'u.ndo cuadrante.
Se realizan los siguientes pasos:
Primero, se tiene que x = '% yYy= 15‘- " : 8 SIguicntEs pams
K7 ( "l) + y2=1 Se remplazan las coomdenadas en
Laego, se remplazan estos valores en la ecuacion de la 2 T AR R )
e il 3 SR ; 14 ecuadan de la circun®reeds unitaria.
C endia um )’ SE res Ve asi:
_1_ 2 — Se reuelve |2 andi
2+ 2=1 FEouadondela crrunferencia. 4 b A I
5 1 : 1
i o i=l—-— wsla — &1 ambas fada
(i) + (i} =1 Sewmmplazan la coordenadas de gunta 4 g T S.d 4 e_‘ o
5 3, de laiquatded.
9 16 _ N :
25 + 25 - 1 Sersueiven las potencias, }.2 = % Se efectia la resta.
25 _ o .
355_ =1 Seefectlalasuma. y= :_"/25_ Se extrae 13 faiz cuadrada
1=1 Sediide /3

b La vrdenata 2n 2l agundo
Finalmente, se tiene que el punto pertencce a la cuadrante es pasitiva.
circunferencia unitaria porque la igualdad se cumple. 1 V3
Como el sigho de ambas coordenadas es positivo, Por tanto, el punto es (__ L \_2 )

| entonces el punto estd ubicado en el primer cuadrante. g
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Puntos de la circunferencia unitaria

Dada la circunferencia unitaria y un dngulo 6 en posicién normal, el lado final del dngulo

interseca a la circunferencia en un punto 2. Como el dngulo 8 estd en radianes y el radio

de la circunferencia es igual a 1, entonces se tiene que:

s=rb Ecuacidn d2 la longitud de un aro.

s=1:0 Sermplazalz medica vel radso.

s=60 Se multiplica.

Por tanto, en la circunferencia unitaria la medida del dngulo 6 en radianes es igual a la

longitud del arco s que subtiende. Ademds se cumple que:

i Si el dngulo 8 en radianes es positivo, entonces, el arco que subtiende se define en el
sentido contrario a las manecillas del reloj.

= Si el dngulo 8 en radianes es negativo, entonces, el arco que subtiende se define en el
sentido de las manecillas del reloj.

Los puntos P determinados por los dngulos 8 = % y 8 = 7 son:

b y
P(,1 1
=
ol 1N
-1 0 x -1 [7) 1o«

-1 1

g EJEMPLOJ «

Determinar el punto P de la drcunferencia unitaria a partir del dngulo 6 en posicion
normal.

Si 0 es un dngule en posi-
cién normal, cuya medida
es — 3 radianes, jcudl es
el punta en el que el lado
final interseca a la circunfe-
renda unitaria?

a 0=2mw

Se traza la circunferencia unitaria y se construye el dngulo
8 = 2, teniendo en cuenta que es positivo. Como
el lado final coincide con ¢l lado inicial entonces, este
interseca a la circunferencia unitaria en el punto 2(1, 0).

b. 1r=—~32-1r ylp(o,l)

En este caso el dngulo m= — g‘n' es negativo, por esta

razon el arco que subtiende se define en el sentido de las T
manecillas del reloj. Como el lado final coincide con el "1 a
semieje y positivo, entonces el punto en el que interseca
a la circunferencia unitaria es £ (0, 1).

ym—
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3.2 Definicion de las funciones trigonométricas

Las funciones trigonométricas pueden definirse a partir de la circunferencia unitaria,
Para esto se construye un dngulo 8 en posicién normal cuyo lado final interseque a la
drcunferencia unitaria en el punto P. Como cada ingulo 8 define un tinico punto Ax, y)
en la circunferencia unitaria, a partir de sus coordenadas se pueden definir las fundiones
trigonométricas $eno, COseno, tngente, cosecante, secante y cotangente, asi:

x#0

cos B = x sen @ =y tan9='l,
x

1 1 X
sec B = —, 0 e =—, 0 t§ ==, 0
sec xx# y_‘r’f <o J,}'Té

El signo de las fanciones trigonométricas depende del cuadrante en el que se ubique

el punto que determina el dngulo 8. Por ejemplo, el punto de interseccion de la circun-

¥l rad, es

ferencia unitaria con un dngulo en posicién normal cuya medida es 8§ = -7

(_/5/5

) ) Como la coordenada en x es negativa entonces el coseno del dngulo 6
s negativo.

En la siguiente tabla se muestra el signo de las funciones trigonométricas segiin las coor-
denadas x, y de un punto determinado por un dngulo 6 en posicion normal.

ante  Signos de (x, 3) ncones positiva Funciones negativas
sen 6, cos 6, tan 6, i
: x> e sec B, cse By cot B Ning )
1 < 0,90, sen By csc B cos B, tan 8, cot B y sec B
I x <0, y<0 tan 6 y cot 6 sen 8, cos B, sec O y csc B
vV ) x=0,y<<0 | cos 8 y sec 6 scnﬂ,tane.mtﬂycscﬂJ

EJEMPLO .

Calcular el valor de las funciones trigonométricas para el dngulo § = ‘€ que deter-

iEs posiole que todas las

—
mina el punto (—v’-l, -!-) en la circunferencia unitaria. funciones trigonométricas
22 de un dngulo sean nega-

1 tivas?

Primero, se identifican las coordenadas del punto: x = 73 Yy=z-

Luego, se utilizan las coordenadas para caleular el valor de cada funcién trigonométrica

asi:
" 1
_iJ3 =8 T
cos = 3 sen 6 5 tan 6 -/3 3
2
V3 215
cot ) = % =3 e B = l =2 sec B = ‘;—3-'= 5-3
2 2 2

Finalmente, se tiene que el signo de todas las funciones es positivo porque el punto esed
| en ¢l primer cuadrante.

SN ‘6]



';cuerda que... b

Como las funciones tri-
gonométricas se pueden
definir en la circunfe-
rencla unitaria, también
se les llama funciones

dreulares,
% —
Ho, 1
(—1,0) (1,0)
= 0 1 x
—1/{0, = 1)
Figura 3.
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Dominio de las funciones trigonométricas

El dominio de las funciones trigpnométricas depende de las coordenadas x, y del punto

P que corresponde a la interseccidn de un dngulo 8 en posicién normal con la circunfe-

rencia unitaria. Por tanto, se tiene que:

i El dominio de las funciones sen 8 y cos 8 son todos los dngulos 6.

i# El dominio de las funciones tan 8 y sec 8 no estd definido cuando x = 0, es decir,
cuando 8 toma valores como 127— ¥ 221 En general, las funciones tan 8 y sec 8 no

estan definidas para 6 = n_'rz_r’ donde 7 es un entero impar.

it El dominio de las funciones cot 8 y csc 8 no esti definido cuando y = 0, es decirn,
cuando 6 toma valores como 0 y . En general, las funciones cot 8 y csc 8 no estin
definidas para 6 = n7r, donde # es entero.

Funciones trigonométricas de dngulos cuadrantales

Los angulos cuadrantales medidos en radianes son 0, -—1% s 0 ~3—2F-— y 2. En la figura 3

se muestra ¢l lado final de los dngulos cuadrantales. Como el lado final de los dngulos
cuyas medidas son 0 y 297 coincide, entonces el valor de las funciones trigonométricas
para estos dos dngulos es ¢l mismo.

Para determinar el valor de las funciones trigpnométricas de los dngulos cuadrantales, se
toman las coordenadas del punto Ax, ) determinado por cada dngulo cuadrantal en la

circunferencia unitatia, como se muestra en la siguiente tabla.

6 Plxy sn® cosB wn®  cotf  secl  esch
0 (1, 05 0 1 0 Indcﬁnith 1 VIndr.'F‘mida
F | on | 1 0 |Indefinida| 0 |Indefinida| 1
Cw Lo 0 | - 0 |Indefinida| -1 |Indefinida
FJO-n] -1 | 0 |Indefinida] 0 |Indefinida| -1

g EJEMPLO <

Aplicar las funciones trigonométricas de dngulos cuadrantales para simplificar la si-

guiente expresion. 75

BT (o P 4 LY Al
2 ‘°’(2)+2““( 2 )

Primero, se calculan los valores de las funciones trigonométricas que hay en la expresion,

teniendo en cuenta que el dngulo cuya medida es —1—12-17— es coterminal con ¢l de medida
3n

7 -
gAlmy _ 3wy 1y _ (37 = —
cm( 5 )—cos( 5 ) 0 scn( 3 ) scn(v 2) 1
Luego, se remplazan los valores obtenidos en la expresién inicial.
2 1 _ 1
sty
Finalmente, se tiene que la expresion es igual a — —lf




| 3:2)

2! 5.5
(3:3)
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Figura 4.
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Funciones trigonométricas de angulos especiales ,

Ademds de los dngulos cuadrantales, existen otros dngulos especiales que se utilizan
frecuentemente en trigonometria. Las medidas de estos dngulos en radianes son: g,
T W

§ Y73

El punto P, y), que determina estos dngulos, se muestra en la figura 4 y los valores de
las funciones trigpnométricas son:

6  Plxy)  senfl  cosb  an6  cot  sech s
ALz RIEEARAE S
| B SRR IRBECIE
s EIEIRIE IR

Funciones pares e impares

En la siguiente figura se muestran los puntos Pz, y) y Qlx —3) de la dreunferencia
unitaria, tales que P esti determinado por el dngulo 8 y @ por el dngulo —6.

A

J

&
e
—IK }_0 1 x

(=)

Si se comparan las funciones trigonométricas de los dngulos 8 y —8 se tiene que:

sen (—6) = —y = —sen sc(—8) = =5 = —5 = —cc
cos (—B) = x = cos 8 sec(—0) = L = sec@
tn(—8)= — = —anb cot (~8) = 25 = =% = —co §

Por tanto, las funciones coseno y secante son pares porque:

cos (—8) = cos B ysec (—0) = sec O

En cambio, las funciones seno, tangente, cotangente y cosecante son impares porque:
sen (—0) = —sen 6

cse (—0) = —och

tan (—0) = —tan O

cot{—8) = —cot B

Por ejemplo, cos (—m) = cos () = —1 y sen (—' '321) = —sen (‘%’L) =1



Recurso
Imprimible

A partir de la definicién de
las funciones trigonomé-
tricas, joomo sededuce que

sch =

7
sen @ °

N
,"
P(x,y )
- O - - ' ;
Fiqura 5.

66|o

3.3 Definicion de las funciones trigonométricas

de un angulo en posicién normal
Sea 8 un dngulo agudo en posicion normal y Pz, y) cualquier punto de su lado final con
excepcion del origen. Si res la distancia del origen a Px, y), entonces, r = / ¥t yz ¥
las funciones trigonomeétricas se definen como:

cusﬂ=§ sec0=£ctmx-#0
scn9='% mc9=§conj?‘0
tan9=%cunx#0 mt9=§con_y#[)

Esta definicion se cumple para cualquier punto P(x, y) que pertenece al lado final de un
dngulo agudo B en posicidon normal, sin que necesariamente pertenezea a la circunfe-
rencia unitaria, como se muestra en la figura 5.

Por ejemplo, para calcular cos (%) a partir del punto {2, %/-_3—) que pertenece al lado
final del dngulo 6 = % , se realizan los siguientes pasos:
Primero, se calcula la distancia » del origen al punto P(x, y).

|

W

1

>

|

=3 =

Luego, se calcula ous(z), hallando la razén entre xy 7.
(1) -2 __6 _43
6 4/3 4/3 2

Finalmente, se tiene que cos (%) = g—, lo cual coincide con la coordenada en x del

punto que determina ¢l lado final de 6 = % en la circunferencia unitaria, como se
muestra en la siguiente grifica.

3

b A (2’.&)
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g EJEMPLOJ

Hallar los posibles valores de tan # si cos 6§ = —'%.
Primero, se determina los posibles cuadrantes en los que estd ubicado el lado final de 6.

Como cos = —% y —% <2 (), entonces, ¢l lado final de # estd en el cuadrante 1T o
en el cuadrance [T1.
Luego, se tiene que cos 8 = -% = %, de donde se

puede tener que x = —1 y r = 2, con lo cual se puede
hallar el valor de .

y=x/@? = (-1
y==/3

Asi, hay dos posibles puntos para los que cos§ = — %,
como se muestra en la grifica,

Finalmente, se calculan los posibles valores de tan 6.

m9=_£3|=— 30mﬂ=—_—‘/l§=‘/—§
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